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摘 要：多体系统涌现出来的统计力学规律是联系微观相互作用和宏观行为的桥梁，也是定量研究平衡态宏观物

理量的基础。尽管现代遍历理论显著加深了我们对经典统计力学基础的理解，但本征态热化假说（eigenstate ther⁃
malization hypothesis，ETH）能够在更为基础的量子层面为统计物理奠定更坚实的基础。近年来，人工量子系统方

面的快速发展引发了人们对孤立量子多体系统的平衡态性质及热化动力学的大量研究。强意义下的本征态热化

假说，即一般相互作用系统中的每个有限能量密度的本征态都会热化，也经受住了这些考验。然而，最近里德堡原

子链的实验研究却揭示了弱违背本征态热化假说系统的存在：在该系统中 ETH 对一组测度为零的特殊本征态，量

子多体疤痕态，失效。本文先从个人视角对量子多体疤痕态研究中建立的几个有代表性的代数框架做一简要综

述，之后介绍我们最近发展的、能把之前多个代数框架统一起来的关联矩阵框架。
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Several mathematical frameworks of exact quantum many-body scars
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Abstract：The statistical laws of many-body systems is a bridge between microscopic interactions and macro⁃
scopic behaviors， and it is also the basis of predicting equilibrium macroscopic properties in a quantitative way.  
While modern ergodic theory has significantly deepened our understanding of the foundations of classical statisti⁃
cal mechanics， the eigenstate thermalization hypothesis （ETH） can put quantum statistical physics on a more 
solid foundation.  In recent years， the rapid development in manipulating artificial quantum systems has spurred 
research in equilibrium properties as well as in the thermalization dynamics of isolated quantum systems.  The 
strong ETH， which posits that in a generic interacting many-body system， the eigenstate of every finite energy 
density thermalizes， has withstood these tests.  However， a recent experimental study in a Rydberg atom chain 
has revealed the existence of a weak ergodicity-breaking system， where ETH fails in a measure-zero set of spe⁃
cial eigenstates-quantum many-body scars （QMBS）.  This article gives a brief review of several paradigmatic 
mathematical formalisms of QMBS.  It then introduces the correlation matrix framework of QMBS that unifies 
many previous mathematical formalisms.
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0　引言

0. 1　热化现象和统计力学基础

爱因斯坦对认知自然的这句名言“这个世界最

不可理解的就是它是完全可以理解的（The most in⁃
comprehensible thing about the world is that it is at 
all comprehensible）”放到对宏观系统的描述上再合

适不过了。无论在经典还是量子层面，用微观自由

度去描述理解宏观物体是不切实际的。而且由于混

沌现象，即便在经典物理层面我们对一般三体问题

的预测也不可行［1-3］。不过随着体系粒子数（复杂

度）的增加，系统涌现出的层列结构（hierarchical 
structure）和新的统计规律使得我们理解和准确预

言宏观物理量变为可能［4-6］。一方面，对于宏观物体

的描述我们关心不再是数量众多的微观自由度而是

少数的宏观物理量。比如研究流体的运动时，我们

仅需要考虑流体局域的密度、速度、温度之类的物理

量，而不需要考虑微观分子的位置和速度。一个很

好的类比是两个随机变量 x 和 y 的概率密度函数

f ( x，y)：我们只关心联合概率分布 p ( x + y)而不是

f ( x，y)［7-8］。同时，物质世界的层列结构意味着对于

不同尺度的物理之间的影响通常十分有限，而且每

个尺度会涌现出新的规律［5，9］。比如虽然组成流体

的原子、分子的微观结构和微观相互作用形式千差

万别，但是在宏观尺度上我们可以统一地用 Navier-
Stokes 方程来描述流体的运动。由此讨论可以看出

我们对流体一般性质的描述不需要等到 20 世纪量

子力学的建立、不需要等到未来大统一理论的建立。

另一方面，我们对周围所处的世界能有一个很好的

认识和普适的热化（thermalization）现象息息相关。

热化现象说的是宏观孤立体系从一般的初态出发，

经过有限的热化时间（thermalization time）之后，会

进入一个和初态细节无关的热力学平衡态。这时，

我们关心的热力学物理量的均值和涨落被发现都能

被统计力学的吉布斯系综预言［10］。

统计力学在研究多粒子体系平衡态的性质方面

取得了巨大成功，实验结果总是和系综理论预言高

度吻合。统计力学的发展却像一个倒金字塔：从统

计力学基本的假设出发，我们推演出了一些计算规

则，而后在广阔领域的研究中百试不爽［11］。比如我

们热力学平衡态的吉布斯系综描述需要假设热力学

平衡态的存在和子系统的统计独立［12］。不过大多

数情况下，统计力学的基本假设没法从微观动力学

的角度严格推演出来。随着研究的深入，我们可能

会碰到这些假设不成立的情况。所以从微观动力学

的角度去解释统计力学的基础，并认识其可能存在

的局限是非常必要的。比如，经典统计物理中一个

重要的假设是遍历性假设（ergodic hypothesis）：系
统在相空间的遍历性使得物理量 O 的系综平均 Ō
和物理量它的长时间平均相等，

Ō = lim
T → ∞

1
T ∫

0

T

O ( t ) dt。 （1）

不过值得注意的是，长时间平均才和系综平均

相等仅仅是弱意义下的热化（thermalization in the 
weak sense）。我们通常观察到的热化现象满足强

意义下的热化（thermalization in the strong sense）：

系统经过有限时间进入平衡态附近后，物理量在平

衡值附近做小幅涨落、任意时刻的算符期望值趋于

系综计算结果［13］。此外，遍历性假设通常很难证

明，成立的情况也需要对动力学性质做苛刻的要

求［14-15］。还有一点，遍历性假设也不能解释系统存

在有限的弛豫时间和趋近平衡态的过程，除非我们

引入比遍历性更强的混合（mixing）的概念［16］。尽管

如此，由于遍历性假设在构建统计力学基础过程中

的历史重要性，我们把不满足强意义下热化的现象  
（absence of thermalization），无论是经典还是量子层

面，统称为遍历性破缺（ergodicity breaking）。
近年来，随着人工量子系统调控水平的显著提

高、调控手段的日益丰富，孤立量子系统的非平衡态

动力学在实验上已经可以很深入地研究，这方面的

研究也是现在国际上的一个主流研究方面和热点。

鉴于量子力学是比牛顿力学更为基础的理论，从量

子物理的层面理解热化现象和统计力学的系综描述

已经变得非常紧迫了。类似于统计物理中的遍历性

假设，量子统计物理基础中有一个广为接受的框架：

本征态热化假说（ETH）［17-21］。本征态热化假说指

出局域观测量 Ô 在远离基态和最高能量态的有限

能量密度（基态能量设为零）的本征态 m 和 n 下

的矩阵元取如下形式［13］，

m Ô n = δmn O ( )En + e-
S ( )Ē

2 fO ( )Ē，ω Rmn，（2）
其中 Ē = (En + Em ) /2 是平均能量，ω = En - Em 是

能级间的能量差（我们选取单位 ℏ = 1），S ( Ē )是体

系能量为 Ē 时的热力学熵，O (E )和 fO (E，ω)都是关

于参数的光滑函数，Rmn = O (1)是一个看起来随机

的数。如果我们计算某个局域观测量 Ô 在本征态
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n 下面的期望值 Ô n ≡ n Ô n ，那么按照本征态

热化假说（2）式，能量相近的两个本征态对应算符期

望值 Ô 也应该接近。如果把 Ô n 按照能量 En 的

值画出来，那么这些数据点应该在一个带当中，如图

1 所示。随着系统尺寸增大，有限尺寸效应带来的带

宽应该变窄，并在热力学极限下变成一条曲线。

相比于经典统计物理中的遍历性假设，本征态

热化假说为孤立量子系统的热化现象提供了一个更

为坚实的基础：它不仅能够解释平衡态下局域物理

量的吉布斯系综描述，还能解释体系趋向平衡态的

过程，如图 2（a）所示［13，19］。除了有着大量局域守恒

量的可积系统［22-24］和准局域运动积分的多体局域化

体系［25-28］，大量的实验和理论计算均支持本征态热化

假说［13］。一些模型中的计算更是发现系统满足强意

义下的本征态热化假说（ETH in the strong sense）：
每个有限能量本征态都满足 ETH［29］。而且和无序

系统中由于能量共振一般情况不存在孤立的局域态

的道理类似［30］，弱意义下的本征态热化假说，也就

是说存在测度为零的少部分不满足 ETH 的本征态，

看起来是非常不可能的。

0. 2　量子多体疤痕态的发现

看起来除了可积系统与强无序的多体局域化系

统，一般的相互作用系统应该都会热化而且应该热

化、并满足强意义下的本征态热化假说。不过 2017年

哈佛大学的 M.  Lukin 组在既不可积也不存在无序

的一维里德堡原子阵列系统中却观察到了不热化现

象［31］。如图 3 所示，实验中首先通过光镊把 87Rb 原

子排成一个一维阵列，然后再沿着原子阵列方向打

两束激光以把原子的基态耦合到高激发的里德堡

态。由于里德堡原子的电偶极矩很大，它们之间的

相互作用必须考虑进来。考虑到每个原子只能处于

基态或者里德堡激发态，我们可以用自旋 1/2 来描

述每个原子的状态，并选取自旋朝下代表基态 ∘ ，

图 1　局域观测量在本征态下的期望值随本征能量变化的示

意图

在带的中心附近，由于能量 E 对应的有效温度［可以 E =
Tr (e-βH H ) /Tr e-βH 定出］趋于无穷大，eS ( )E 和系统的希尔伯

特空间维度D（微观状态数）是一个量级，所以此处 Ô 的展

宽满足如下标度行为 δO ∼ 1/ D。那么按照 ETH，在热力

学极限下这个带应该趋于系综理论预言的的一条光滑曲线。

Figure 1　A schematic plot of the expectation value O n of a 

local observable Ô with respect to the eigenstate ψn  against 

the eigenenergy En

At the center of the band， the effective temperature ap⁃
proaches infinity， which can be deduced from the condition 

E = Tr (e-βH H ) /Tre-βH.  And the bandwidth of Ô  here scales 

with the dimension of the Hilbert space D as δO ∼ 1/ D .  Ac⁃
cording to the ETH， this band should approach a smooth line in 
the thermodynamic limit.

图 2　（a） 孤立量子系统中的热化现象：从一个一般初态

ψ ( )t = 0 出发，局域观测量 Ô 的期望值 O ( )t ≡ ψ ( )t Ô ψ

经过一个有限的迟豫时间 tR 后，会在一个平衡值 O ∞ 附近做

小幅震荡，而且 O ∞ 和能量等于初态能量期望值的系综理论

计算得到的结果吻合。通常情况下，当我们考虑的局域观测

量不对应全局守恒量时，迟豫时间 tR 和体系特征能量给出的

时间 t* 在一个量级，t* ∼ tR；（b） 处于里德堡阻塞（Rydberg 
blockade）区域的一维里德堡原子阵列中的不热化现象的示

意图。实验当中观测到一个局域观测量 Ô，在经过特征时间

t* 后依然呈现出长时间的反常振荡，这意味着体系存在不热

化现象。

Figure 2　（a） An illustration of thermalization in a generic 
isolated interacting quantum many-body system.  If we 
prepare an isolated system in a generic state ψ ( )t = 0  and let 
it evolve under its Hamiltonian， the expectation value of a 

local observable Ô， O ( t )≡ ψ ( )t || Ô ψ  will undergo small 

fluctuation around an equilibrium value O ∞ after a finite 
relaxation time tR.  Moreover， O ∞ equals the ensemble-
averaged value， with energy set by the initial state 
ψ ( )t = 0 .  When O corresponds to the density of a global 

conserved quantity， the relaxation time is typically on the 
same order as the timescale t* set by the characteristic energy 
scale， tR ∼ t*； （b） A schematic plot of the absence of 
thermalization in a Rydberg atom chain in the Rydberg 
blockade regime.  In experiments， a certain local observable Ô 
undergoes long-time anomalous coherent oscillation even 
after the characteristic time scale t*， indicating a failure to 
thermalize.
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自旋朝上代表里德堡激发态 • 。那么系统的哈密

顿量可以写成如下形式：

Ĥ = Ω
2 ∑i

σ̂ x
i - Δ∑i

n̂ i + ∑i < j
V ij n̂ i n̂ j， （3）

其中 σ̂ x
i = ∘ i • i + • i ∘ i 为格点 i 上的能级翻转算

符，Ω 为拉比频率（Rabi frequency），n̂ i = • i • i 为格

点 i 上的里德堡态的粒子数算符，Δ 为激光的失谐，

V ij 为格点 i 和格点 j 上原子的电偶极矩诱导的范德

瓦耳斯相互作用强度。当失谐 Δ可以忽略、系统处于

里德堡阻塞区域 V i，i + 1 ≫ Ω ≫ V i，i + 2 时，实验发现从

Neél态 • ∘ • ∘ ⋯• ∘ 出发做幺正含时演化时，某些局域

观测量发生了反常的、长时间的振荡，如图 2（b）所
示，暗示了系统存在不热化的行为。

在里德堡阻塞区域，相邻的原子不能同时处于

里德堡激发态，那么当失谐为零时，系统的零阶有效

哈密顿量取如下形式［32-33］：

Ĥ eff = ∑i
P̂ i - 1 σ̂ x

i P̂ i + 1 ， （4）

其中 P̂ i = 1 - n̂ i = ∘ ∘ 为格点 i 上的基态投影算

符。鉴于其形式，这个有效模型被称为 PXP 模型。

考虑周期性边界条件，对这个哈密顿量进行对角化

并计算其局域观测量 σ̂ z
i = 2n̂ i - 1，会发现这个局域

观测量在本征态下的期望值随着本征能量的行为与

图 1 中 ETH 预言的局域观测量的行为存在不一致的

地方。尽管大部分数据点落在一个带中，但存在一系

列特殊的本征态（在图 4中用蓝颜色圈标记的点），其

对应的观测量平均值严重偏离了这个带。更进一步

的计算表明，这些特殊的态和初态 Z 2 = • ∘ • ∘ ⋯• ∘

有很大的交叠，如图 5（a）所示。而且，如图 5（b）所
示，这些特殊态的二分冯诺依曼纠缠熵（bipartite 
von Neumann entanglement entropy），和相近能量的

本征态相比，也显著偏低。这更进一步说明了这组特

殊本征态在自旋基矢上的权重显著偏大，不同于随机

矩阵理论预言的系统本征态在局域基矢上的权重是

服从高斯分布［13］。类比于单粒子问题中的量子疤痕

态在周期轨道附近的概率密度显著大于其他地方（看

起来像一条伤疤，这就是疤痕态名字的由来）［34-35］，

这组特殊的、违背 ETH 的本征态被称之为量子多体

疤痕态（quantum many-body scars，QMBS）［32-33］。为

了叙述，我们以下简称为疤痕态。回到实验，因为初

态 Z 2 在疤痕态上的权重比较大，而且相邻疤痕态

之间的能量间距 ΔE 近似相等，所以系统的含时演

化可以粗糙地近似为这组态下的演化，进而呈现出

如图 2（b）所示的长时间的周期振荡［33］。由于 PXP
模型中量子多体疤痕态的数目与系统希尔伯特空间

维度相比在热力学极限下趋于零，所以只有当初态

和疤痕态有显著交叠时系统才会体现出不热化现

象。这种由于存在测度为零的疤痕态、只满足弱意

义下的本征态热化假说的体系中的不热化现象称之

为弱遍历性破缺（weak ergodicity breaking）。
量子多体疤痕态的发现是出乎意料的，它跳出

图 3　一维里德堡原子阵列系统

为了把处于基态 g = 5S1 2，F = 2，mF =-2 的 87 Rb 原子激

发到里德堡态 r = 70S1 2，mJ =-1/2 ，我们需要打两束激

光，图中用蓝色（420 nm）和红色（1 013 nm）线代表。因为激

光总体上只耦合基态 ∘ 和里德堡激发态 • ，每个原子的自

由度可以用自旋 1/2 描述。

Figure 3　A one-dimensional Rydberg atom chain

To couple the ground state g = 5S1 2，F = 2，mF =-2  of 
87 Rb atom with the Rydberg state r = 70S1 2，mJ =-1/2 ， 
two lasers of wavelengths 420 nm （blue） and 1 013 nm （red） 
are needed.  Since the two lasers only couple ground state ∘  
to the Rydberg state • ， the system can be described as a spin-
1/2 model.

图 4　PXP模型中单格点的 σ̂ z
i（由于平移对称性我们取

i = 1）在本征态下的期望值随本征能量变化的数据图

计算对应的系统尺寸 L = 30，并选取了格点动量 k = 0、宇称

量子数 I = 1 的对称区间。图中颜色的亮度代表附近数据点

的密度。

Figure 4　A plot of the eigenstate expectation value of 

σ z
1 ≡ ψn σ̂ z

1 ψn  against the eigenenergy En of the PXP model

The computation is performed for a system size L = 30 in the 
(k，I )= (0，1) symmetry sector where k is the lattice momen⁃
tum and I is the parity quantum number.  The brightness of the 
data points in the bulk represents the density of data points.
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了我们对一般相互作用多体系统本征态认识的框

架，迅速受到广泛关注、并成为一个国际前沿热点研

究方向。理论研究又在一维 AKLT 模型、自旋为 1
的 XY 模型和推广的 Hubbard 模型等熟悉的凝聚态

模型中发现了疤痕态，并且写下了其中疤痕态的解

析表达式［36-40］。在具体模型构造疤痕态的模型的同

时，从投影算符、对称性、谱生成代数（spectrum gen⁃
erating algebras，SGA）等原理出发系统构造、理解

不同模型中量子多体疤痕态的数学框架也陆续被建

立［37，41-49］。本文中我们把上述具体模型中有解析表

达式和不同数学框架中构造的疤痕态称之为精确量

子多体疤痕态（exact QMBS）。与之形成对比的是  
PXP 模型中的疤痕态：除了能谱中间少数的几个疤

痕态［50-51］，PXP模型中的绝大部分疤痕态尚不能写下

解析表达式，其物理起源存在多种不同的理解［52-59］。

为了方便叙述，我们把这些尚不能包含在精确量子

多体疤痕态定义中的疤痕态姑且称之为近似量子多

体疤痕态（approximate QMBS）。在量子多体疤痕

态的大量理论研究成果涌现的同时，实验上也陆续

在不同平台中找到了疤痕态体系［60-62］，现在也已经

有好几篇量子多体疤痕态的综述文章了［63-66］。考虑

到潘磊在《新兴科学和技术趋势》发表的一篇综述文

章从经典量子对应和复合自旋的准粒子等角度对

PXP 模型中的疤痕态做了详细的介绍［67］，本文将聚

焦在精确量子多体疤痕态上面。我们将对量子多体

疤痕态的几个代数框架做一个相对自洽的介绍，以

期能提供一些和原始文献不尽相同、容易理解的新

视角。

1　量子多体疤痕态的几个代数框架

正如涌现、对称性破缺、广义刚度（generalized 
rigidity/elasticity）等概念的引入为我们系统理解多

体系统的相、相变和低能激发提供了一个很好的框

架并确立了凝聚态物理作为一个学科的地位［5，68-69］，

建立对尽量多的模型中的量子多体疤痕态的框架

性理解是至关重要的。限于知识面和篇幅，我们将

在本节中列举几个作者比较熟悉的代数框架以期

能更好地理解疤痕态和构造新的有疤痕态的哈密

顿量。

1. 1　Shiraishi-Mori构造

因为量子多体疤痕态是本征态，我们可以把体

系的希尔伯特空间H分解为疤痕态空间 S和其余不

违 背 ETH 的 空 间 R 的 直 和 H= S⊕R。 考 虑 到

ETH 要求能量相近的两个本征态对应的局域观测

量 Ô 的期望值接近，这意味着如果 S和 R对应的

“有效”哈密顿量的形式（矩阵元的行为）不一样，

那么如图 6 所示，很自然地 S空间中的本征态和 R
中能量相近的本征态局域算符期望值的 Ô n 会有

较大不同。

下面我们形式化地去构造这样的局域哈密顿量

Ĥ，使得联系 S中哈密顿量的有效形式为 Ĥ s ≠ Ĥ。

首先我们把 Ĥ 写为

Ĥ = Ĥ s + Ĥ 1， （5）
图 6 中矩阵元块对角的分解的充要条件是

ĤS= Ĥ sS⊂ S。 （6）
相应的对于任意 ψs ∈ S，我们便有

Ĥ 1 ψs = 0， Ĥ s ψs ∈ S。 （7）

所以如果 Ĥ 1 的零空间 Ker ( Ĥ 1) 是 Ĥ s 的不变子空

间，那么我们就选取 Ker ( Ĥ 1)作为疤痕态空间 S。

为了构造更具体的 Ĥ s 和 Ĥ 1 的形式，我们考虑 S为一

系列线性独立的局域投影算符 { P̂ i } 的零空间的

情况

S={ }ψs | P̂ i ψs = 0，∀i 。 （8）

显然如下形式的 Ĥ 1，

Ĥ 1 = ∑ij
P̂ i ĥ ij P̂ j ， 其中  ĥ†

ij = ĥ ji， （9）

图 5　（a） PXP 模 型 中 本 征 态 ψn 在 Z2 态 上 的 概 率 幅

|| Z2 ψn

2
；（b） 子系统取一半时对应的冯诺依曼纠缠熵 Sv。

数据点的亮度代表周围数据点的密度，量子多体疤痕态用蓝

色圈出的点标记。和图 4一样，计算对应的参数为 (L，k，I )=
(30，0，1)。
Figure 5　（a） The probability overlaps of eigenstate ψn  in 

the PXP model with the Z2  state， || Z2 ψn

2
； （b） The 

bipartite von Neumann entanglement entropy Sv of the 
eigenstates.  Both plots are plotted against the eigenenergy 
En.  The brightness of the color represents the local density of 
data points， and quantum many-body scars are circled in blue.  
Same as Fig.  4， the computation uses parameters (L，k，I )=
(30，0，1).
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满足 Ĥ 1 ψs = 0 的要求。满足 Ĥ 1 的零空间是 Ĥ s 不

变子空间的 Ĥ s 的形式由如下定理给出。

定理定理 1 （不变子空间定理）。考虑一个哈密顿量 Ĥ s

和系统希尔伯特空间H的一个直和分解H= S⊕R，

其中子空间 S是一组投影算符 { P̂ i } 所定义的零空

间，那么子空间 S是 Ĥ s 不变子空间，

Ĥ s ψs ∈ S ， ∀ ψs ∈ S， （10）
的充要条件为

[ P̂ i，Ĥ s ]= ∑jk
P̂ j Ô i P̂ k ， ∀i ， （11）

其中 Ô i 为任意算符。

证明证明  定理的充分性容易证明：让（11）式两边作用

于 S中的任意态 ψs ，对任意 P̂ i 我们会发现

P̂ i( )Ĥ s ψs = 0 ， （12）

所以 H s ψs ∈ S。反之如果 S是 Ĥ s 的不变子空间，

那么对于任意 ψs ∈ S和 P̂ i，我们有

P̂ i Ĥ s ψs = 0 ， （13）

考虑到 P̂ i ψs = 0，所以从上式我们有

[ ]P̂ i， Ĥ s ψs = 0 ， （14）

考虑到 i [ P̂ i，Ĥ s ]是厄米算符，上述条件告诉我们

[ P̂ i，Ĥ s ]谱分解可以写成如下形式

[ P̂ i，Ĥ s ]= ∑jk
c( )ijk | ψj

r ψk
r | ， （15）

其中 { ψj
r }是R中的一组正交完备基。定义了算符 Ô i

使得 c( )ijk = ψj
r || Ô i ψk

r 和投影算符

P̂ j = | ψj
r ψj

r |
[ P̂ i，Ĥ s ]= ψj

r || Ô i ψk
r  | ψj

r ψk
r |=∑jk

P̂ j Ô i P̂ k 。（16）

那么定理的必要性的也得到证明。

取 ĥ ij = δij ĥ i 并且 [ P̂ i，Ĥ s ]= 0 的特殊情况，体系

的哈密顿量为

Ĥ = Ĥ s + ∑i
P̂ i ĥ i P̂ i 。 （17）

那么一般情况下，S空间的本征态将是系统的疤痕

态，这个构造就是 Shiraishi-Mori 构造［41］。考虑一个

一维自旋 1/2格点数 L为偶数的周期性边界条件的格

点自旋系统，相邻三个格点的总自旋 Ĵ i ≡ Ŝ i - 1 +
Ŝ i + Ŝ i + 1 的自旋为 1/2或者 3/2。我们可以用 Ĵ i 构造

总自旋 3/2 的投影算符

P̂ i = 1
3
é

ë
ê
êê
êĴ i ⋅ Ĵ i - 1

2 ( 1
2 + 1) ùûúúúú= 2

3 (Ŝ i - 1 ⋅ Ŝ i + Ŝ i ⋅

Ŝ i + 1 + Ŝ i + 1 ⋅ Ŝ i - 1)+ 1
2。 （18）

那么 { P̂ i } 决定的零空间 S由 Majumdar-Ghosh 模型

的二重简并的基态空间给出，如图 7 所示。如果取

Ĥ s = 0，那么疤痕态对应的本征能量就为零。

1. 2　对称性方法

对称性及其破缺贯穿着现代物理的发展，也经

常是我们思考问题的一个出发点。在量子力学发展

的早期阶段，系统的能级简并一直是个谜，直到 E.  
Wigner 把对称性引入量子力学才揭示了对称性会

导致能级简并［70］。在量子多体疤痕态的研究当中，

图 6　Shiraishi-Mori构造违背本征态热化假说的示意图

方便起见且不失一般性，我们考虑没有额外对称性的情况。

系统的希尔伯特空间总可以写成两组本征态张成的空间的

直和H= S⊕R。假设R空间的中的本征态满足 ETH，那么

Ô n 和 En 的依赖关系将是一条光滑的曲线（红色实线）。如

果哈密顿量矩阵元在测度为零的 S空间中可以由另外一个

局域哈密顿量 Ĥ s ≠ Ĥ 重构出来，一般而言 Ô n 和 En 的依赖

关系将是另外一条不同的曲线（蓝色虚线）。那么 S和R中

能量相近的两个本征态（用蓝色和红色小叉表示）对应的  

Ô n 不一样，这将导致系统违背 ETH。

Figure 6　An illustration of the violation of ETH in the 
Shiraishi-Mori construction

For simplicity and without loss of generality， we consider the 
case where the system is devoid of usual on-site symmetries.  
The Hilbert space can always be written as a direct sum of sub⁃
spaces spanned by two groups of eigenstates H= S⊕R.  We 
assume the eigenstates in R obey the ETH so that the corre⁃

sponding Ô n as a function of the eigenenergy En will be a 
smooth line （blue solid line）.  If the Hamiltonian matrix ele⁃
ment in a measure-zero subspace S can be reconstructed from 

a local Hamiltonian Ĥ s ≠ Ĥ， in general， Ô n as a function of 
En will be a different line （red dashed line）.  It becomes clear 
that two eigenstates close to eigenenergy in S and R， denoted 
as blue and red crosses， can have disparate values of O n， re⁃
sulting a violation of the ETH.
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我们经常会碰到疤痕态空间 S 是某个哈密顿量本征

能量为 E 的简并子空间 ψE 的情况，对称性分析往往

会变得十分有用。这一小节中我们将介绍三个利用

对称性构造疤痕态模型的三个代数框架。

1. 2. 1　群的不变子空间方法

和之前一样，我们把哈密顿量 Ĥ 写作两部分 Ĥ s

和 Ĥ 1，并且让 Ĥ 1 湮灭疤痕态张成的空间 S。不过群

不变子空间的方法中构造 Ĥ 1 是借助李群的生成元

而不是投影算符［43-45］。考虑一个 N-维李群 G，其厄

米生成元记为 T̂a，其中 a = 1， 2，⋯，N。如果疤痕态

空间构成群 G 的单重态表示（singlet representation）
空间，也就是说

T̂a ψs = 0， ∀a，ψs ∈ S。 （19）

那么接下来我们证明 Ĥ 1 能写成如下形式

Ĥ 1 = Ĉ 2 ĥĈ 2 ， （20）
其中 ĥ 是任意算符，Ĉ 2 是群 G 表示的平方卡西米尔

算符（quadratic Casimir）
Ĉ 2 = ∑a

T̂ a T̂ a = ∑a
T̂ †

a T̂ a。 （21）

由于 Ĉ 2 是半正定的，容易看出疤痕态空间 S就是 Ĉ 2

的零空间。我们可以利用 R空间中的一组正交完

备基对 Ĉ 2 作如下分解

Ĉ 2 = ∑n
λn| ψn ψn | ，  λn > 0。 （22）

接着定义如下算符 Ĉ -1
2

Ĉ -1
2 = ∑n

1
λn
| ψn ψn |， （23）

注意上标 -1只是表示 Ĉ 2 在 S的补空间R中可逆。那

么我们将有如下关系式

                Ĉ 2 ⋅Ĉ -1
2 = Ĉ -1

2 ⋅Ĉ 2 =∑n || ψn ψn

= Î-∑s || ψs ψs ≡ Î- P̂ s， （24）

其中 Î是单位算符，{ }ψs 是疤痕态空间的一组正交

完备基，P̂ s 是疤痕态空间的投影算符。根据上述等

式和 Ĥ 1 湮灭 S的条件，我们有

              Ĥ 1 = (1 - P̂ s) Ĥ 1 (1 - P̂ s)
= Ĉ 2 ⋅ (C -1

2 Ĥ 1 C -1
2 ) ⋅ Ĉ 2 ≡ Ĉ 2 ĥĈ 2。 （25）

如果我们对 Ĉ 2 做展开，那么我们可以把 Ĥ 1 写为如

下的一般形式①

Ĥ 1 = ∑ab
T̂ a ⋅ (T̂a ĥT̂ b) ⋅ T̂b ≡ ∑ab

T̂ a ĥabT̂ b。（26）

其中 ĥ†
ab = ĥba 显而易见。用 Ĉ 2代替不变子空间定理 1

中的 { P̂ i }，则 Ĥ s 满足的条件为

[ Ĉ 2，Ĥ s ]= iĈ 2 ÔĈ 2 ， （27）
其中 Ô 为任意厄米算符（如果定义 Ŵ = iĈ 2 Ô，那我

们将得到文献［43］中关于 Ĥ s 形式的条件）。

建立了这个理论框架后，接下来一个重要问题便

是怎么选取群 G 并构造群表示的单重态空间 S，并基

于此来构造一个（局域的）疤痕态哈密顿量。注意到

无论对于玻色子还是费米子，他们的跃迁算符 T̂A，T̂B

分别为

T̂A = ∑ij
A ij ĉ†

i ĉ j ，  T̂B = ∑ij
B ij ĉ†

i ĉ j，（28）

其中 A、B均为任意 N-维厄米矩阵，c†
i (cj)为粒子产

生（湮灭）算符，我们都有

[T̂A，T̂B ]= T̂[ ]A，B 。 （29）

所以如果限制矩阵为无迹（traceless）矩阵，那么上

述跃迁算符构成的李代数则同构于 SU (N )群的李

代数 (N )。接下来为了构造出局域的哈密顿量，

我们考虑费米子系统中最近邻的跃迁算符

T̂ ij =-t ( ĉ†
iσ ĉ jσ + h.c.)， （30）

其中 i，j为格点指标，σ ={ }↑，↓ 代表自旋，ij 表示

跃迁限制于最近邻的格点之间。更进一步我们考虑

一个二分（bipartite）格点系统，那么计算容易发现跃

迁算符 T̂ ij 和下面定义的算符对易，

η̂+ ≡ ∑i ( - 1) i
ĉ†

i ↑ĉ†
i ↓， （31）

其中 ( - 1) i =±1 的值取决于格点 i所属的子格（sub⁃

lattice）。由于 [T̂ ij ，η̂+]= 0，下面定义的态

①　如果我们定义 Ôa = ∑
b

T̂b ĥba，那么 Ĥ 1 也可以写为 Ĥ 1 = ∑
a

Ô aT̂a 的形式［43］。

图 7　Majumdar-Ghosh模型的两个简并基态示意图

Majumdar-Ghosh 模型的两个简并基态，ψ1 和 ψ2 ，图中虚

线椭圆中的两个自旋处于自旋单态
1
2 ( ||↑↓ - ↓↑ )。

Figure 7　Schematic plot of two degenerate ground states 
in the Majumdar-Ghosh model

A schematic plot of the two ground states of the Majumdar-
Ghosh model， ψ1  and ψ2 .  The two spins in each dashed 

oval form a singlet state， 1
2 ( ||↑↓ - ↓↑ ).
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ηn = ( )L - n ！

L！  n！ ( η̂+) n
0 ， （32）

其中 n 是非负整数、L 为总格点数目，都会被跃迁算

符 T̂ ij 湮灭。事实上，如图 8所示只要 i和 j属于不同

子格，不用计算 [T̂ ij ， η̂+]，通过对跃迁过程的图像分

析我们就能得到 T̂ ij 湮灭{ }η0 ，η1 ，η2 ，⋯ 的结

论。Ĥ s 的构造可以从可积的费米子张量模型（fermi⁃
onic tensor model）得到，形式比较复杂，我们不在这里

深入讨论，感兴趣的读者可以参考相关文献［43，71-72］。

1. 2. 2　准对称方法

在 Shiraishi-Mori 构造中，疤痕态子空间 S是通

过对希尔伯特空间 H 做局域投影得到的。不过

Shiraishi-Mori 构造太一般，构造出来疤痕态能量间

距 ΔE 并不一定等间距，导致物理量在动力学上不

一定能展示出周期性。另一方面，很多具有能量等

间距的疤痕态哈密顿量可以写为两部分 Ĥ = Ĥ 1 +
Ĥ s，疤痕态空间 S是 Ĥ 1 的一个简并空间，Ĥ s 负责解

除简并让疤痕态能量等间距［37-38，40，43，48，73-74］。这些模

型中，疤痕态空间 S在某个群 G͂ 下保持不变，所拥有

对称性比哈密顿量更高。如果群 G͂ 是紧致李群并且

群元 g͂ ∈ G͂ 能分解为单个格点作用的直积

g͂ = g͂1 ⊗ g͂2 ⊗ ⋯ ⊗ g͂N ， （33）
其中下标 1，2，⋯，N 代表格点，那么群 G͂ 的生成元，

比如其中某个 U（1）子群的生成元，就可以用来构造

解除简并的 Ĥ s。这里保持某个简并空间 S不变、并

且群元具有（33）式中可分解为单格点作用的群 G͂ 被

称为准对称群（quasisymmetry group）。接下来我们

具体介绍基于此观察而构造疤痕态的准对称方

法［46-47］。 Ĥ 1，和 Shiraishi-Mori 构造一样，也是使用

一组投影算符湮灭空间 S的投影算符去构造。为此

我们先选取一个直接态 ψ 0 ，把 ψ 0 限制在 m 个格

点构成的集团 [m ]上的直积态记为 ψ[ ]m ，并定义如

下空间①

ψ[ ]m ≡ span{ }d̂ ( )g͂[ ]m ψ[ ]m | g͂ ∈ G͂ ， （34）

其中 G͂ 是我们选取的准对称群，g͂[ ]m 是群元 g͂ 限制在

[m ]上的部分，d̂ (~g[ ]m )是群元 g͂[ ]m 在相应希尔伯特

空间上的表示。选取 ψ[ ]m 中一组完备正交基矢  

{ }e[ ]m
i ，那么我们可以定义 [m ]上的如下投影算符

P̂[ ]m = Î- ∑i
e[ ]m

i e[ ]m
i 。 （35）

显然准对称群群 G͂作用在 ψ 0 得到的态被任意 P̂[ ]m 所

湮灭，我们便可依照 Shiraishi-Mori构造如下定义 Ĥ 1，

Ĥ 1 = ∑j = 1，⋯，N
P̂[ ]j，j + m - 1  ĥ[ ]j，j + m - 1  P̂[ ]j，j + m - 1  ，（36）

其中 [ j，j + m - 1]代表由格点 j，j + 1，⋯，j + m - 1

这 m 个连续格点构成的集团 [m ]，P̂[ ]j，j + m - 1 对应（34）

式中的定义的局域投影算符，ĥ[ ]j，j + m 是作用于 [m ]

上的任意厄米算符。显然，群 G͂ 作用在 ψ 0 上得到

的空间 ψG͂ ≡ { d̂ ( g͂ ) | ψ 0 | g͂ ∈ G͂ }总包含在 Ĥ 1 的零能

简并子空间 S中，ψG͂ ⊂ S，所以这种构造方法一定能

得到疤痕态。由于［m］的任意性，通常来讲 S= ψG͂，

这时按之前所述的用群 G͂ 的生成元去构造 Ĥ s 会得

到一组能量等间距的疤痕态。

①　为了简单起见，这里我们只考虑最简单的 ψ[ ]m 为直积态的情况，更一般的情况可以参考原始文献［46-47］。

图 8　子格跃迁项 T̂ ij 湮灭 η-配对态 ηn 态的实空间过程示

意图

把方程（32）式定义的态在实空间展开，那么 T̂ ij 作用后非零

的位形分别为 i格点全占据（自旋上下分别用红色、蓝色圆代

表）、j 格点为空（用空心圆表示）和 j 格点全部占据、i 格点为

空的位形（这里我们省略了其他格点的占据信息）。算符 T̂ ij

作用后跃迁的情况用最右图表示，其中虚线跃迁过程由于会

跨越一个费米子，因为其相位相对于实线过程差一个负号。

显然如果 ( - 1) i + ( - 1) j = 0，那么两个虚线跃迁过程和两个

实线跃迁过程最后都正好抵消，导致 T̂ ij 湮灭 ηn 。

Figure 8　Schematic illustration of how the η-pairing state ηn  

is annihilated by the sublattice hopping term T̂ ij  in real space

From expression （32）， configurations with nonzero contribu⁃
tions upon the action of T̂ ij involve either site i being fully oc⁃
cupied （red and blue circles for spin up and spin down， respec⁃
tively） while site j is empty， or vice versa.  Irrelevant configu⁃
rations at other sites are omitted.  The resulting configurations 
are shown on the rightmost panel.  Since the hopping repre⁃
sented by the dashed line must cross a fermion， the associated 
coefficient has a negative sign relative to that of the solid line.  
If ( - 1) i + ( - 1) j = 0， the two hopping processes cancel， ren⁃

dering T̂ ij ηn = 0.
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下面我们以一维自旋 S = 1 的情形为例来阐释

准对称方法。我们选取 g͂ j ∈ SO (3)，m = 2 和 ψ[ ]m =

mz = 1，mz = 1 来构造疤痕态哈密顿量。由于 ψ[ ]j，j + 1

对应的两个格点的总自旋 Ĵ[ ]j，j + 1 = Ŝ j + Ŝ j + 1为 J = 2，

d̂ ( g͂ )为[ j，j + 1]上的转动算符 exp ( - iĴ[ ]j，j + 1 ⋅ θ/ℏ)，
所以 ψ[ ]j，j + 1 对应两格点总自旋为 2 的空间。相应的

投影算符很容易写下来，

P̂[ ]j，j + 1 = 1- 1
24 (Ŝ j + Ŝ j + 1) 2é

ë
êêêê(Ŝ j + Ŝ j + 1) 2

- 2ù
û
úúúú。
（37）

取一些 [ j，j + 1]上随机的局域 ĥ[ ]j，j + 1 算符，我

们按照（36）式便可以得到 Ĥ 1。Ĥ s 的选取只需要使

S是其不变子空间，最简单的取法当然是 Ĥ s = 0。
我们也可以选取 Ĥ s 正比于 G͂ 中的 U (1)生成元，比

如这个例子中的 Ĵ z = ∑j
Ŝ z

j，得到一系列能量等间

距的疤痕态，使得动力学上观察到周期振荡变成

可能。

1. 2. 3　Tunnel to Tower 方法

如果哈密顿量的对称群 G 是非阿贝尔群，那么

能量中间的 ψE 往往是简并的，而且我们可以利用嘉

当子代数（Cartan subalgebra）对应的好量子数 ηz 对

ψE 中的本征态进行标记①。此外把 η̂ z 对应的升算符

η̂+ 反复作用于最低权态 ψ 0 ，我们便能得到整个简

并子空间，ψE = span{ }ψ ，η̂+ ψ ，( )η̂+ 2
ψ ，⋯ ，如

图 9（a）所示。注意到很多具体模型的疤痕态空间

也具有这种结构（具体参考下一小节），tunnel to 
tower方法以此为出发点构造疤痕态哈密顿量，提供

了一个理解疤痕态现象直观的图像［48］。为简单起见，

我们以 G = SU (2)群为例，给定 ψE 中的不同本征态

由 J，Jz 标记，阶梯算符 η̂+ = Ĵx + iĴy。由于[ Ĥ，Ĵ ]=

0，ψE 中的本征态 J，Jz 仍为 Ĥ 2 = Ĥ sym + ωĴz 的本征

态。不过之前 ψE 中 J，Jz 的简并被解除，成为等能

量间距 ΔE = ω 的一系列新的本征态，如图 9（b）
所示。为了使指定能量 E 对应的 ψE 中的本征态成

为量子多体疤痕态，我们可以在哈密顿量中再加

入一项 Ĥ A 使得其能够湮灭 ψE，Ĥ A ψE = 0，在破除

体系的高对称性的同时让 ψE 中对应的本征态成为

量子多体疤痕态，如图 9（c）所示。从以上过程可

以看出，为了让 ψE 中的态成为疤痕态，我们需要

其中的态是些低纠缠的态，否则我们可能不能找

到能够湮灭 ψE 的局域的 Ĥ A。关于这一点的更多

细 节 ，我 们 在 后 面 的 局 域 关 联 矩 阵 方 法 中 会 涉

及到。

1. 3　阶梯算符、疤痕态空间和受限谱生成代数

在 PXP 模型中的疤痕态被发现不久，在我们熟

悉 的 AKLT（Affleck-Kennedy-Lieb-Tasaki）模 型 、

自旋 S = 1 的 XY 模型和推广的 Hubbard 模型中也

找到了量子多体疤痕态。与 PXP 模型中的疤痕态

①　这里为了简单起见，我们考虑嘉当子代数只有一个元素的情况。

图 9　From tunnel to tower方法的三步走示意图

（a） 具有非阿贝尔对称性的哈密顿量 Ĥ sym 和其嘉当子代数

的一个元素 ηz 分辨的能谱图，其中非阿贝尔对称性赋予的简

并态（红色线标记）是我们要构造的疤痕态（tunnel）；另外 η̂ z

对应的升算符 η̂+ 将把不同的简并态联系起来；（b） 在 Ĥ sys 的

基础上加入 Ĥ SG = ω η̂ z 后的能谱图；原来简并空间的 tunnel
变成了一个能级等间距的 tower；（c） 由于哈密顿量的高对称

性，第二步得到的 tower 中的态依旧不是疤痕态。在第三步

中需要加入湮灭疤痕态空间的 Ĥ A 以破坏系统的高对称性，

由此得到最终哈密顿量 Ĥ = Ĥ sym + Ĥ SG + Ĥ A 的能谱示意

图。图中能级等间距的、蓝色标注的疤痕态对应第二步  
tower中的本征态。

Figure 9　Illustrative plot of three stages in “from tunnel 
to tower” construction

（a） The schematic energy levels of a non-Abelian Hamilto⁃
nian plotted against one quantum number ηz of one Cartan sub⁃
algebra element.  The red levels with a light red background 
correspond to the target scar subspaces （tunnels）.  Non-
Abelian symmetry allows a raising operator η̂+ to map one 
state to another with a larger ηz； （b） The energy level spec⁃

trum after adding Ĥ SG = ωη̂z to the original Hamiltonian.  The 
tunnel becomes a tower； （c） Due to high symmetry in the sec⁃
ond stage， the tower is not a scar subspace yet.  Adding an an⁃
nihilator Hamiltonian Ĥ A that annihilates the tower breaks 
symmetry， dispersing the tower states （blue levels） into the 
thermal spectrum.

252



么志远：精确量子多体疤痕态的几个代数框架第  3 卷  第  3 期

不同，这些疤痕态的解析表达式可以写下来，疤痕态

能级等间距，能量相邻的本征态往往由阶梯算符

（ladder operator）联系起来［36-40，42］。阶梯算符和能级

等间距密切相关。如果 ψ 0 是系统本征能量为 E 0

的一个本征态，升算符 η̂+ 和哈密顿量 Ĥ 满足如下对

易关系，

[ Ĥ，η̂+]= εη̂+ ， （38）

那么 ψn ≡ ( )η̂+ n
ψ 0 其中 n ∈ Z+也是系统的本征态

（除非为零）

Ĥ ψn = ( )E 0 + nε ψn 。 （39）
系统存在 η̂+ 升算符（38）式意味着系统存在好量子

数。我们把 η̂+ 的厄米共轭算符写作 η̂ = ( η̂+) †
，并

仿照角动量算符引入 η̂ z 和 η̂2，

η̂ z = 1
2 [ η̂+，η̂] ，  η̂2 = 1

2 ( η̂+ η̂ + η̂η̂+)+ η̂2
z。（40）

首先对（38）式两边取厄米共轭我们有

[ Ĥ，η̂ ]=-εη̂。 （41）

从雅克比恒等式可以直接看出 ηz 是好量子数，

0 = [[ η̂+，η̂]，Ĥ ]+ é
ë[ η̂，Ĥ ]，η̂+ù

û+ é
ë[ Ĥ，η̂+]，η̂ùû

= 2 [ η̂z，Ĥ ]+ ε [ η̂，η̂+]+ ε [ η̂+，η̂]= 2 [ η̂z，Ĥ ]。
另外，由于 [ Ĥ，η̂+ η̂]= [ Ĥ，η̂+] η̂ + η̂+[ Ĥ，η̂]= 0，所

以 η2 也是好量子数，[ Ĥ，η̂2 ]= 0。尽管满足（38）式的

算符 η̂+ 的存在能给我们一系列能量等间距的本征

态，但是这也将导致系统高的对称性（比如好量子数

ηz 和 η2），使得 ψn 并不一定是量子多体疤痕态。另

一方面，为了使 η̂+ ψ 0 为本征能量为 E 0 + ε 的本征

态，我们只需要

([ Ĥ，η̂+]- εη̂+) ψ 0  = 0。 （42）

特别是，我们容易证明如下子空间的本征算符定理。

定理定理 2 （子空间的本征算符定理）。对于哈密顿量

Ĥ 和它的一个本征能量为 E 0 的本征态 ψ 0 ，如果存在

包含 ψ 0 的一个子空间 S和算符 η̂+ 使得 η̂+S⊂ S，
并且

([ Ĥ，η̂+]- εη̂+) S= 0。 （43）

那么 ψn ≡ ( η̂+) n
ψ 0 ，如果不为零，则哈密顿量 Ĥ 本

征能量为 E 0 + nε本征态。

根据以上定理，如果 [ Ĥ，η̂+]= εη̂+ + Â，其中 Â

算符能湮灭某个空间 S，而且存在 ψ 0 ∈ S的一个本

征态，那么 S往往是系统的疤痕态空间［42］。所以我

们可以分两步走，第一步找到满足条件（38）式，然后

再加入一些无序项来破坏对称性使得 S成为系统的

疤痕态空间。

1. 3. 1　η-配对

尽管我们的目的是找到尽管我们的目的是找到

η̂+ 和对应的疤痕态空间 S，理解一些具体系统中算

符意义下（38）式背后的物理图像能给我们在一般多

体系统中构造 η̂+ 和 S提供更多灵感。基于此考虑，

我们将先简要介绍二分格点系统（bipartite lattice）
中 Hubbard 模型的 η-配对［75-76］。众所周知，Hubbard
模型的哈密顿量写作

 Ĥ =-t ∑ ij ，s ( )ĉ†
is ĉ js + h.c. + U ∑i

n̂ i ↑ n̂ i ↓-

μ∑i，s
n̂ is ≡ T̂ + Ŵ， （44）

其中 ĉ is( ĉ†
is )是格点 i 上自旋为 s 的 Dirac 费米子湮灭

（产生）算符，n̂ is = ĉ†
is ĉ is 是粒子数算符，t、U 和 μ 分别

是近邻 ij 跃迁强度、在位（on-site）相互作用强度

和化学势。这里为了叙述方便，我们把哈密顿量中

的第一项（动能项）记作 T̂，把其余的相互作用和化

学势项记为势能项 Ŵ。如果体系是由两组等价的

子格构成的二分格点系统，那么我们可以构造如下

η̂+算符

η̂+ = ∑i
e-iπ ⋅ R i c†

i ↑c†
i ↓≡ ∑i ( - 1) i

c†
i ↑c†

i ↓， （45）

其中 ( - 1) i
在不同子格上取±1，使得（38）式成立。

对易关系 [ Ĥ，η̂+]= (U - 2ϵ ) η̂+容易通过计算得出，

不过运用下面简单的定理将给我们的理解提供更多

的洞见。

定理定理 3 （本征算符定理）。把哈密顿量 Ĥ 本征能量

为 En 的本征态记作 n ，如果对于所有 n ，算符 η̂+

作用之后不为零的 η̂+ n 是 Ĥ 本征能量为 En + ε 的

本征态，那么如下算符恒等式成立

[ Ĥ，η̂+ ]= ε η̂+。 （46）

证明证明  把对易子 [ Ĥ，η̂+]写开，并在右边插入完备基

恒等式 Î= ∑n
n n ，容易得到

[ ]Ĥ，η̂+ =∑
n

  ( )Ĥη̂+ - η̂+ Ĥ n

=∑
n

εη̂+ n n = εη̂+，

其中第二个等号用到了不为零的 η̂+ n 为本征能量

En + ε的本征态这个条件。
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在动量空间，η̂+算符可以写为 η̂+ =∑k
ĉ†

k，↑ĉ†
π - k，↓，

也就是说产生一对动量为 k 和 π - k 的粒子。因为

这对粒子的动能之和为零，根据上述定理 η̂+ 和动能

项对易 [ η̂+，T̂ ]= 0。同理，在实空间由于 η̂+ 在同一

格点上产生一对自旋相反的粒子，对应的势能项 Ŵ

增 加 U - 2μ，所 以 [Ŵ，η̂+]= (U - 2μ) η̂+。 对 于

Hubbard 模型，显然没有粒子占据的真空态 0 是系

统能量为零的本征态，由前所述 M + 1（M 为系统的

总格点数）个态 ψn = ( )η̂+ n
0 ，n = 0，1，⋯，M 为本

征能量为 En = n (U - 2μ)的本征态。简单计算可

知 |0 态对应 η2 和 ηz 的好量子数，

η̂z 0 = 1
2 ∑i ( )n̂ i - 1 0

=-
M
2 0 ，η̂2 0

= M
2 ( )M

2 + 1 0 。
（47）

由于 η̂+ 增加两个粒子，[ η̂z，η̂+]= η̂+，我们可以

定义

η̂x = η̂+ + η̂
2  ，   η̂y = η̂+ - η̂

2i
 ， （48）

使得 η̂x，η̂y，η̂ z 满足角动量的对易关系。所以 η̂x，y，z 构

成体系的赝自旋（pseudospin），当然这点也可以通

过原来总自旋 Ŝ = ∑iss'
ĉ is σ ss' ĉ is' 做部分粒子-空穴变

换（partial particle-hole transformation）看出［77］（其中

σ= (σx，σy，σz)为泡利矩阵）。值得一提的是，当 U =

2μ时，[ Ĥ，η̂x，y，z ]= 0，系统除了有总自旋 Ŝ 对应的全

局 SU ( 2 )对称性，也有 η̂x，y，z 噟自旋对应的另外一组

全局 SU ( 2 ) 对称性，体系总的对称性是 SU ( 2 )×
SU ( 2 ) /Z 2 ≅ SO ( 4 )。这里模 Z 2 的原因是 2ηz 和 2Sz

的奇偶性相同［76，78］。另外一种看待 SO ( 4 )对称性的

方法是把哈密顿量用 Majorana 费米子写下来［79-80］。

从 η̂ z 的表达式可以看出 η2 的最大值为
M
2 ( M

2 + 1)，
所以 ψn 为对应好量子数 (η2，ηz)区间的唯一的态，

因此并不能算作疤痕态。

对于在一般格点上定义的跃迁项为

T̂ =-∑ ij ，ss' ( )tis，js' ĉ†
is ĉ js' + t *

is，js' ĉ†
js' ĉ is ， （49）

的 Hubbard 模型，假设我们可以构造如下形式的 η̂+

算符，

η̂+ = ∑i
qi ĉ†

i ↑ĉ†
i ↓。 （50）

使得 [T̂，η̂+]= 0。简单计算可知 qi 必须满足如下的

局域条件（为了下面讨论方便我们把 qi /qj 满足的条

件写成了两部分）

 

qi

qj
=-

ti ↑，j ↑

t *
i ↓，j ↓

=-
ti ↓，j ↓

t *
i ↑，j ↑

 ， 

 qi

qj
=

ti ↓，j ↑

t *
i ↑，j ↓

=
ti ↑，j ↓

t *
i ↓，j ↑

 ， ∀  ij 。
（51）

显然 ij 之间的跃迁强度必须满足条件使得| qi /qj |=
1。除此之外，跃迁强度还必须满足如下全局条件：

对任意元格（plaquette）tis，js' 必须满足

qi

qj

qj

qk
⋯ qm

qn

qn

qi
= 1。 （52）

下面我们有针对性地讨论两个常见情况。首先

我们考虑系统中自旋守恒并且跃迁强度和自旋无

关，tis，js' = tij δss'，的情况。用 l 代表 ij 之间的边，并

把 tij 记作 teiϕl 其中 t ∈ R+，那么局域条件（51）式自动

满足。全局条件（52）式要求对系统格点的任何元

格（plaquette）
1=Π l ∈ ( )-e2iϕl ≡ ( )-1 |∂ |e2iΦ ， （53）

其中 |∂ |为回路 边的数目，Φ =∑ l ∈ ϕl 可以看做是

回路 中的总磁通。对于正方形这样的二分格点

系统格点，Hubbard 模型中实常数的跃迁强度即可

保证 η-配对的存在。对于三角格点这样元格 △ 的

边为奇数的格点，我们则要求元格中的总磁通要

满足

Φ △ = π
2 (mod π )。 （54）

的条件［81］。我们接下来考虑另外一个结论简单的

具体情况，二分格点系统上除了有实常数的跃迁项

还有自旋-轨道耦合的跃迁项，这时条件（51）式为

qi

qj
=-1 =

ti ↑，j ↓

t *
i ↓，j ↑

。 （55）

对于二分格点，全局条件（52）式也自动满足，η-

配对存在最简单的情况为自旋-轨道跃迁强度为实

数并且 ti ↑，j ↓=-ti ↓，j ↑
［82］。

有了这些准备工作，我们可以在满足 η-配对的
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一般性的 Hubbard 型哈密顿量的基础上再引入次近

邻相互作用 V̂ = ∑ ij ，ss'
V is，js' n̂ is n̂ js'，并要求它对 η-配

对态 ( )η̂+ n
0 的贡献为零。由于 η-配对态中格点上

的粒子数成对出现，所以局域条件∑ss'
V is，js' = 0，可

以保证次近邻相互作用的能量贡献为零。这个时候

对于 η̂+ = ∑i
qi ĉ†

i ↑ĉ†
i ↓ 反复作用于真空态 0 这样

的 格 点 占 据 成 对 出 现 的 态 空 间 S= span{ 0 ， 

η̂+ 0 ，⋯， }( )η̂+ M
0 我们有

([ Ĥ，η̂+]- (U - 2μ) η̂+) S= 0。 （56）

在算符意义上 [ Ĥ，η̂+]≠ (U - 2μ) η̂+，也就是说 η2、

ηz 不再是好量子数。另外可以证明 ψn 这样的态有

相对低的纠缠熵［83］，所以 ψn = ( )η̂+ n
0 便成了系

统的疤痕态。

1. 3. 2　受限谱生成代数（Restricted Spectrum Gen⁃
erating Algebras，RSGA）

上面我们以推广的 Hubbard 模型为例，通过考

察 S中的任意态被 [ Ĥ，η̂+]- εη̂+ 湮灭这一点来保证

S是疤痕态空间。和这种方法等价，有时候更容易

操作的一种方法是 Moudgalya，Regnault 和 Bernevig
引入的受限谱生成代数（Restricted Spectrum Gener⁃
ating Algebras，RSGA）的方法［37］。在这种方法中，

我们是通过考察 ψ 0 和 Ĥ 及 η̂+ 的反复对易子来保

证（43）式的成立。

我们首先介绍这个方法中两个重要定理，然后

再结合具体例子予以阐明。为了叙述方便，和 Hub⁃
bard 模型中真空态类似，我们首先选取哈密顿量 Ĥ

的一个本征能量为 E 0 的本征态 ψ 0 以定义相应的

η-配对态 ψn = ( )η+ n
ψ 0 ，并且用 Ĥ n 表示 Ĥ 和 η̂+ 的

反复对易子，

Ĥ 0 ≡ Ĥ，  Ĥ n + 1 ≡ [ Ĥ n，η̂+]，  ∀n ≥ 0。 （57）

定理定理 4 （RSGA-1）。对于算符 η̂+、哈密顿量 Ĥ 和其

能量为 E 0 的本征态 ψ 0 ，如果 η̂+ ψ 0 ≠ 0 并满足如

下条件

（i） [ Ĥ，η̂+] ψ 0 = ε η̂+ ψ 0 ，

（ii） éë[ Ĥ，η̂+]，η̂+ù
û= 0，

那么

Ĥ ψn = (E 0 + nε) ψn 或者 ψn = 0。 （58）

证 明证 明  如 果 ψ 是 哈 密 顿 量 Ĥ 的 本 征 态 并 且  

[ ]Ĥ，η̂+ ψ = εη̂+ ψ ，那么显而易见 η̂+ ψ ，除非为

零，是 Ĥ 本征能量为 E 0 + ε 的本征态。根据这个观

察，我们将使用数学归纳法证明这个定理。首先我

们假设 ψn - 1 和 ψn 非零（如果某一步 ψn 变为零

那 定 理 自 然 成 立 ）。 假 设 对 于 n ≥ 1 我 们 有  

[ Ĥ，η̂+] ψn - 1 = εη̂+ ψn - 1 使得 ψn 是本征能量为  

E + nε的本征态，那么根据条件（ii）我们有

0 = ([ Ĥ，η̂+] η̂+ - η̂+[ Ĥ，η̂+] ) ψn - 1 ， ⇒  ([ Ĥ，η̂+]-

εη̂+) ψn = 0。

所以如果 ψn + 1 = η̂+ ψn 不为零，它便是 Ĥ 本

征能量为 E 0 +( n + 1 ) ε的本征态。

定理定理 5 （RSGA-M）。对于算符 η̂+、哈密顿量 Ĥ 和

其能量为 E 0 的本征态 ψ 0 ，如果对于所有 n ≤ M 都

有 ( η̂+) n
ψ 0 ≠ 0 并且如下条件满足

（i） Ĥ 1 ψ 0 = ε ψ 1 ，

（ii） Ĥ n ψ 0 = 0 ∀n， 2 ≤ n ≤ M，

（iii） Ĥ M + 1 = 0，
那么

Ĥ ψn = (E 0 + nε) ψn  或者  ψn = 0。 （59）
证明证明  在正式证明定理之前，我们先检验一下最开始

的几个 n以便能对此定理的内容有一个直观感觉，从

而为定理证明做好准备。对于 n = 2，根据条件（ii），

0 = Ĥ 2 ψ 0 ，并对其中的对易子 Ĥ 2 = é
ë[ Ĥ，η̂+]，η̂+ù

û
做展开会得到下式

[ Ĥ，η̂+] η̂+ ψ 0 - η̂+[ Ĥ，η̂+] ψ 0 = ([ Ĥ，η̂+]-

εη̂+) η̂+ ψ 0 = 0。

这说明 ψ 2 ，如果不为零，是 Ĥ 的本征态。对于 n =

3，我们把 é
ë
êêêêé
ë[ Ĥ，η̂+]，η̂+ù

û，η̂+ù
û

ψ 0 = 0 最外层的对易

子展开两次会得到如下关系式

([ Ĥ，η̂+] ( η̂+) 2
- 2η̂+[ Ĥ，η̂+] η̂+ +

( η̂+) 2é
ë
êêêêH

ˆ

，η̂+ù
û
úúúú ) ψ 0 = 0。

由于 [ Ĥ，η̂+] ψ 0 = εη̂+ ψ 0 和 [ Ĥ，η̂+] ψ 1 = εη̂+ ψ 1 ，

上述关系式可以改写为

255



新兴科学和技术趋势 2024 年  9 月

([ Ĥ，η̂+]- εη̂+) ( η̂+) 2
ψ 0 = 0。

因此 ψ 4 ，如果不为零，便是 Ĥ 的本征能量为 E 0 +
4ε 的本征态。接下来我们用数学归纳法证明该

定 理 ，假 设 对 于 所 有 的 k ≤ n - 1 如 下 条 件 成 立

([ Ĥ，η̂+]- εη̂+) ψk = 0。对 Ĥ n + 1 最外层的对易子

如上展开 n - 1 次，

é

ë

ê

ê

ê

ê
êê
ê
ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú
é
ë[ ]Ĥ，η̂+ ，

     
ù
ûη̂+ ，⋯，η̂+

n个 η̂+

ψ 0  = ∑
k = 0

n

   (-1 )k C k
n ( )η̂+ k[ ]Ĥ，η̂+ ( )η̂+ n - k

ψ 0

= ( )[ ]Ĥ，η̂+ - εη̂+ ( )η̂+ n
ψ 0 = 0。               

其中第一个等式由对最外层的对易子做了 n 次展开

得到（其展开系数容易由数学归纳法证明），第二个

等式利用了归纳法的假设条件和二项式展开定理

∑
k = 0

 (-1 )k C k
n = ( 1 - 1 )n = 0。

所以结合条件（i）和（ii），我们便用归纳法证明了对

于 n = 0，1，⋯，M + 1，ψn 只要非零，那么便是 Ĥ

本征能量为 E 0 + nε 的本征态。根据条件（iii）并参

照 RSGA-1 定理的证明，我们便能得到对于所有的

n，只要 ψn 非零，其必定是 Ĥ 本征能量为 E 0 + nε 
的本征态。

下面我们以一维自旋 S = 1 的 AKLT 模型为例

来说明 RSGA 方法的用处。和 Majumdar-Ghosh 模

型类似，AKLT 模型的哈密顿量也是一系列局域投

影算符的和［84］，

Ĥ = ∑j
 ∑m =-2

2  P̂ j，j + 1
2，m

=∑j
 ∑m =-2

2   J j，i + 1
2，m J j，i + 1

2，m  ， （60）

其中 j 为格点指标，P̂ j，j + 1
2，m 是格点 j 和 j + 1 上总自旋

J = 2、z 分量 Jz = m 的投影算符，J j，j + 1
2，m 为量子数为

( J，Jz)= ( 2，m ) 的态。因为∑m =-2
2  P̂ j，j + 1

2，m ≡ P̂ j，j + 1
2 对

应 Ŝ j 和 Ŝ j + 1 总自旋 J = 2，也就是 Ŝ j ⋅ Ŝ j + 1 取值为 1
对应空间的投影算符，AKLT 模型的哈密顿量可以

写为如下形式

Ĥ = ∑j
  16 ( Ŝ j ⋅ Ŝ j + 1 + 1) ( Ŝ j ⋅ Ŝ j + 1 + 2)=

∑j
 é
ë
êêêê

1
6 ( Ŝ j ⋅ Ŝ j + 1) 2

+ 1
2 Ŝ j ⋅ Ŝ j + 1 + Î

3
ù
û
úúúú ， （61）

其中 Î是单位算符。接下来，我们将利用 RSGA 的

方法来证明周期性边界条件下系统格点数为偶数

时，该模型中存在如下系列本征态（疤痕态）

S 2n ≡ ( )Q̂+
n

G ， Q̂+ = ∑j
(-1 )j( )Ŝ+

j

2
，（62）

其中 G 是系统的基态，Ŝ+
j = Ŝx

j + iŜy
j 是格点 j 上的

自旋升算符。RSGA 方法的出发点是计算如下的对

易子

[ Ĥ，Q̂+]=∑j= 1  (-1 )jé
ë
êêêêP̂ j，j+ 1

2 ，( Ŝ+
j ) 2

- ( Ŝ+
j+ 1) 2ù

û
úúúú。（63）

显然由于哈密顿量的局域性，我们只需要计算  
é
ë
êêêêP̂ j，j + 1

2 ，( Ŝ+
j ) 2

- ( Ŝ+
j + 1) 2ù

û
úúúú，方便起见，我们把 ( Ŝ+

j ) 2
- 

( Ŝ+
j + 1) 2

记为 Q̂ +
j ，并在不引起混淆的情况下省略很

多式子中标记相邻格点 j，j + 1 的上下标。下面计

算中我们将反复用到 Q̂ +
j 作用于 j，j + 1 两格点总自

旋表象 JJ，Jz
的关系式。简单计算可知在九个基矢

JJ，Jz
中只有下面四个不为零，

Q̂ +
j J2，-2 = 2 2 J1，0 ，  Q̂ +

j J2，-1 = 2 J1，1 ，（64）

Q̂ +
j J1，0 =-2 2 J2，2 ， Q̂ +

j J1，-1 =-2 J2，1 。（65）

利用总角动量的基矢，我们容易把 Q̂ +
j 的具体

表达式写出来，

( Ŝ+
j ) 2

- ( Ŝ+
j + 1) 2

= 2 2 ( J1，0 J2，-2 -

J2，2 J1，0 )+ 2( J1，1 J2，-1 - J2，1 J1，-1 )。（66）

另一方面，Q̂ +
j 每次将总自旋的 Jz 增加二，Jz → Jz + 2，

如果作用两次，那只有 J2，-2 不为零，

(Q̂ +
j ) 2

J2，-2 =-2Q̂ +
j Q̂ +

j+ 1 J2，-2 =-8 J2，2 ，（67）

那么 (Q̂ +
j ) 2

的谱分解为如下形式

(Q̂ +
j ) 2

=-8 J2，2 J2，-2 。 （68）

有了以上关系式，下面的计算将容易很多。利用 Q̂ +
j

的表达式（66）式，

[ P̂ j，j + 1
2 ，Q̂ +

j ]=-2 2 ( J2，2 J1，0 + J1，0 J2，-2 )-

2 ( J2，2 J1，0 + J1，1 J2，-1 )。 （69）
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我们可以把这个对易子写为如下形式

[ P̂ j，j + 1
2 ，Q̂ +

j ]= Q̂ +
j - 4 2 J1，0 J2，-2 -

4 J1，1 J2，-1 。 （70）
所以对于偶数格点、周期性边界条件我们有

[ Ĥ，Q̂+]= 2Q̂+ + 4∑j
 (-1 )j + 1 ( 2 J1，0 J2，-2 +

J1，1 J2，-1 )
j，j + 1

。 （71）

由于周期性边界条件下 AKLT 模型的基态 G

被所有的 P̂ j，j + 1
2，m 湮灭［85］，所以 RSGA-M 中的条件（ii）

成立，

[ ]Ĥ，Q̂+ G = 2Q̂+ G ≡ 2 ψ 1 。 （72）

接下来我们计算 P̂ j，j + 1
2 与 Q̂ +

j 的二阶对易子，

é
ë[ P̂ j，j + 1

2 ，Q̂ +
j ]，Q̂ +

j
ù
û= P̂ j，j + 1

2 (Q̂ +
j ) 2

- 2Q̂ +
j P̂ j，j + 1

2 Q̂ +
j +

(Q̂ +
j ) 2

P̂ j，j + 1
2 。 （73）

利用 P̂ j，j + 1
2 = ∑m =-2

2   J2，m J2，m 和图 10 中 Q̂ +
j 谱分

解中左矢和右矢的连接图，容易看出

Q̂ +
j P̂ j，j + 1

2 Q̂ +
j = 0， éë[ P̂ j，j + 1

2 ，Q̂ +
j ]，Q̂ +

j
ù
û=

-16 J2，2 J2，-2 ， （74）

所以 é
ë

ù
û[ ]Ĥ，Q̂+ ，Q̂+ G = 0。根据 Q̂ +

j 每次把 Jz 增

加二的特性和算符恒等式 Q̂ +
j P̂ j，j + 1

2 Q̂ +
j = 0，P̂ j，j + 1

2 和

Q̂ +
j 三 阶 及 以 上 对 易 子 均 为 零 。 以 上 分 析 可 见

AKLT 模型对应于 RSGA-M 定理中 M = 2 的情况，

S 2n ≡ ( )Q̂+
n

G 是系统的本征态（进一步计算表明

一些高能本征态的确为疤痕态［36，86］）。

对于 AKLT 模型，RSGA-2 成立的核心主要有

两点：（i）基态 G 被任意 P̂ j，j + 1
2，m 湮灭，[ Ĥ，Q̂+]-2Q̂+

的 谱 分 解 包 含 项 的 形 式 为 Jj1，m 1 J2，m 2 ，从 而

([ ]Ĥ，Q̂+ )-2Q̂+ G = 0 使得 Q̂+ G 为系统本征态；

（ii）由于 Q̂ +
j P̂ j，j + 1

2 Q̂ +
j = 0，所以二阶对易子只有首尾

两项不为零，三阶及以上对易子为零。这启发我们

还可以构造更一般的哈密顿量［42］

Ĥ '=Ĥ +∑j
 ∑m，n=-2，-1，0  é

ë
êêêêξj

m，n ( J2，m J2，n )
j，j+1

+h.c.ù
û
úúúú，

（75）
其中 ξ j

m，n ∈ C 为任意复数，使得 ( )Q+ n
G 是系统的

本征态。对于加入 AKLT 哈密顿量中的项 Ĥ 1 =

( Jj1 m 1 Jj2 m 2 + h. c. )
j，j + 1

，我们希望 [ ]Ĥ 1，Q̂+ G =

0，所以我们取 j1 = j2 = 2 并限制 m 1，m 2 取 -2，-1，0。
另一方面，Ĥ 1 取这样的形式，那么 Ĥ 1 Q̂+ = 0，核心

条件（ii）也能满足。

以上结论可以利用子空间的本征态定理证明，通

过分析[ Ĥ，Q̂+]和 ψn = ( )Q̂+
n

G 的结构来得到［42］，

不过在这个例子中 RSGA 方法中我们只需要对 G
的性质有一些了解就可以，另一方面从 RSGA 方法

中我们还可以更好地理解为什么 Q̂+ 总由一些升算

符构成。

1. 4　关联矩阵方法

本征态热化假说指出，一般相互作用系统的一个

高能本征态 ψn 在局域上看起来和热力学系综无异：

ψn Ô ψn → 1
Z

Tr e-βĤ Ô ， （76）

其中 Ô 是一个局域算符，Z = Tr e-βĤ 是温度为 T =
1/β（kB = 1）的正则系综的配分函数。对任意局域

观测量 Ô，（76）式的左边只包含波函数的信息，而右

边由哈密顿量决定。换句话说，高能本征态包括了

系统哈密顿量的信息。的确考虑一个只包含局域相

互作用的模型，系统哈密顿量的参数正比于格点数，

而波函数的分量则随系统尺寸指数增加。更具体

地，如果我们有了本征波函数 ψn ，那么本征方程

Ĥ ϕn = En ϕn 中哈密顿量参数的数目远小于方程

的数目，所以说本征态 ψn 包括哈密顿量 Ĥ 的信息

看起来也很合理。事实上，利用基于此想法我们的

确可以从一般系统的本征态反推出系统的局域哈密

顿量（允许得到的哈密顿量和原始的哈密顿量差一

图 10　Q̂ +
j 谱分解示意图

从 Jj1，m 1 到 Jj2，m 2 带箭头的线代表 Q̂ +
j 中有正比于分解示意

图。所以只有当 JJ，m 对应于箭头的开始和结束时，Q̂ +
j JJ，m

和 JJ，m Q̂ +
j 才不为零。

Figure 10　A schematic plot of the spectral decomposition 

of the Q̂ +
j

A term | Jj2，m 2 Jj1，m 1 | （coefficient omitted） in the decomposi⁃

tion is represented by an arrow pointing from Jj1，m 1  to     

Jj2，m 2 .  As a result， Q̂ +
j JJ，m  and JJ，m Q̂ +

j  are nonzero only if 

JJ，m  has an arrow pointing from it or to it， respectively.
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个系数和无关紧要的的常数项）［87-89］。相比于一般

的热化态，量子多体疤痕态总是低纠缠的，形式上比

较简单，所以波函数中蕴含的信息可能不足以让我

们反推出哈密顿量。这一点我们在上节 AKLT 的

例子中看得非常清楚：疤痕态是一类无序 AKLT 模

型（75）式的本征态。这暗示了量子多体疤痕态与热

化本征态不同的一方面是疤痕态可以被一系列局域

算符所湮灭［90］。

一个系统地找出这些湮灭算符的方法是关联矩

阵方法［89］。对于任意一个量子态 ψ 和厄米算符 Ô，

我们可以把 Ô ψ = ξ ψ + ψ⊥ 分解为平行部分和

正交部分 ψ⊥ ，即 ψ⊥ ψ = 0。那么我们熟悉的不

等式便可以写成如下形式，

ψ Ô 2 ψ - ( )ψ Ô ψ
2
= ψ⊥ ψ⊥ ≥ 0。（77）

显然上式取等号当且仅当 ψ⊥ = 0，亦即算符 Ô 是

态 ψ 的本征算符：Ô ψ = ξ ψ 。为了构造出本征

算符 Ô 的形式，我们考虑一组厄米算符基矢{ L̂ i}在
实数域上张成的线性厄米算符空间 V，那么对于 V
中的任意算符 Ô = ∑i

 w i L̂ i，不等式（77）式可以写为

如下二次型的形式

∑ij
 w i( ψ

1
2 ( )L̂ i L̂ j + L̂ j L̂ i ψ -

ψ L̂i ψ ψ L̂ j ψ )w j ≡ ∑ij
 w i M ijw j ≥ 0。（78）

由此得知M是一个半正定的实对称矩阵，而且

当且仅当向量 ww = (w1，w2，⋯) T
是矩阵M的零向量，

ww ∈ Ker (M ) 时 上 式 取 等 号 。 这 时 ww 对 应 的 算 符

Ô = ∑i
w i L̂ i 是态 ψ 的本征算符。所以只要算符空

间 V足够大能包含态 ψ 的某个本征算符 Ô，那么 Ô

对应的向量 ww必定是关联矩阵M的一个本征值为零

的本征向量。所以算符空间 V中 ψ 线性独立的本

征 算 符 Ô 的 数 目 就 是 关 联 矩 阵 M 零 点 的 数 目

N 0 ≡ dim (Ker (M ) )。下面我们将以无序 AKLT 模

型（75）式为例来说明 N 0 的数目可以把其中的量子

多体疤痕态和热化本征态区分出来。首先我们选取

包含所有单格点算符和近邻相互作用的算符空间

V。类似于自旋 1/2 系统的 Pauli矩阵，自旋 S = 1 系

统的 L̂ i 可以取为如下形式：

L̂ i = ( λa ⊗ λb)
n，n + 1

。 （79）

其中下标 (n，n + 1)代表 L̂ i 是作用于格点 n 和 n + 1
上的算符，b = 1，2，⋯，8 是八个标准 Gell-Mann 矩

阵 λb 的指标［70］。为了让 L̂ i 也能涵盖单体算符，我们

选取 a = 0，1，⋯，8 并让 λ0 = 2
3  I使得这九个矩阵

满足如下归一性条件 Tr ( λa λb)= 2δab。以上基矢 L̂ i

的选取能够让我们表示自旋 S = 1 系统所有的单体

算 符 和 近 邻 两 体 相 互 作 用 的 线 性 组 合 。 由 于

Ĥ ∈ V，所以哈密顿量必定对应 72L × 72L 维关联矩

阵M的一个零向量，所以对于所有本征态 N 0 ≥ 1。
如图 11 所示，绿色小点代表的所有热化本征态的关

联矩阵的零点数目 N 0 = 1，这意味着我们可以从其

本征态的信息来定出其哈密顿量的形式（可以和原

始哈密顿量差一个系数）。其次，其中量子多体疤痕

态对应的零点数目均满足 N 0 > 1，意味着除了哈密

顿量 Ĥ，疤痕态还存在其他的单体或者两体算符的

线性组合的本征算符 Ô，和我们的预期一致。不同

于纠缠熵只能定量地用来区分量子多体疤痕态和热

化本征态，并且容易受到精确对角化计算带来的有

限尺寸效应的影响，N 0 是个整数，基本上不会受到

有限尺寸效应的影响，提供了一个定性区分热化本

征态和疤痕态的指标。值得注意的是，无序 AKLT
哈密顿量（75）式的疤痕态不仅包括了之前熟知的

SGA 疤 痕 态 ，还 包 括 了 像 单 磁 振 子 态（single-
magnon state）

1 k = ∑n
eikn
1⋯1

n - 1

01⋯1
L - n

， （80）

其中 k 是晶格动量，n 是格点指标，1⋯1
n - 1

01⋯1
L - n

表

示格点 n 上磁量子数 m = 0 而其他格点上 m = 1 的

直积态①。

除了提供了一个寻找量子多体疤痕态的定性指

标，关联矩阵方法也能够帮我们对疤痕态空间进行

调控。考虑哈密顿量 Ĥ 的两个本征态 ψ 和 ϕ ，并

把 ψ 和 ϕ 本征算符张成的空间记为A
ψ
和A ϕ ，如

果A ϕ 不是A
ψ
的子集，那么存在 ϕ 的本征算符 Â使

得 Â ∉A ψ 。这样我们便可以构造一个新的哈密顿量

Ĥ ' = Ĥ + Â。 （81）

①　SGA 疤痕态之外的其他疤痕态的具体形式和推导，感兴趣的读者可以参考文献［90］。
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使得 ϕ 依旧是新哈密顿量 Ĥ ' 的本征态，但一般情

况下 ψ 不再是 Ĥ ' 的本征态。通过对 SGA 疤痕态

本征算符空间的分析，我们会发现存在这样的算符

Â 使得我们把中间的 S 2 ，S 4 ，⋯，SL - 4 疤痕态

从疤痕态空间中剔除出去，如图 12 所示。

关联矩阵方法的另外一个优点在于其普适性：

很多量子多体疤痕态的严格数学框架可以纳入关联

矩阵方法的框架。下面我们举几个之前介绍过的代

数框架来说明关联矩阵的零点数目 N 0 可以用来探

测其中的疤痕态。在 Shiraishi-Mori 框架中，疤痕态

ψ ∈ S被一系列，其数目记为 N p，线性独立的局域

投影算符 { P̂ i } 所湮灭。所以只要我们取 { L̂ i } 张成

的算符空间 V足够大能够包含这组投影算符 P̂ i ∈ V，
那么疤痕态关联矩阵的零点数目 N 0 必定满足 N 0 ≥
N p，从而把疤痕态和热化态区分出来。同样 1. 2 节

介绍的基于对称性的三个量子多体疤痕态的框架中

也都存在除了哈密顿量之外、新的能湮灭疤痕态的

局域厄米算符（之和）。此外，受限谱生成代数框架

中的量子多体疤痕态也能纳入关联矩阵的框架。从

定理 4 和定理 5 的证明容易看出，RSGA 中的疤痕态

空间 S满足如下条件

([ Ĥ，η̂+]- ε η̂+) S≡ Â S= 0 ， （82）

其中 Â = [ Ĥ，η̂+]- ε η̂+ 不为零，而且由于 Ĥ 和 η̂+是

一些局域算符的和。虽然一般情况下，Â 不是厄米

算符，不过这点可以通过简单推广关联矩阵的定义

解决。为此我们选取 { L̂ i } 为更一般的厄米或非厄

米局域算符，V为 { L̂ i }在复数域上张成的算符空间，

并如下定义关联矩阵

M ij ≡ ψ || L̂†
i L̂ j ψ - ψ || L̂†

i ψ ψ || L̂ j ψ 。（83）

这时M是半正定的厄米矩阵，其零能本征向量

ww ∈ Ker (M )对应的算符 Ô = ∑i
w i L̂ i 依旧是 ψ 的

图 12　新哈密顿量 Ĥ '本征态纠缠熵和关联矩阵零点数据图

新哈密顿量 Ĥ ' = Ĥ + Â（81）式的本征态的二分冯诺依曼纠

缠熵 Sv 和关联矩阵零点数目 N 0 与其本征能量 En 的数据图

数据图，其中 Â 的具体形式可以参考［90］。这里系统尺寸

L = 10，图中符号的意义和图 11 中的相同。

Figure 12　Data plot of eigenstate entanglement entropies and 

correlation matrix zeros of a new deformed Hamiltonian Ĥ '
The data plot of bipartite von Neumann entanglement entropy 
and the number of correlation matrix zeros for the eigenstates 
of a new Hamiltonian， Ĥ ' = Ĥ + Â （81）， against the ei⁃
genenergies En.  The explicit form of Â can be found in［90］.  
The system size is L = 10， and the symbols have the same 
meaning as those in Fig.  11.

图 11　一维无序 AKLT模型中本征态的二分冯诺依曼纠缠

熵 Sv 随本征能量 En 变化的数据图

其中系统尺寸 L = 10，每个本征态用绿色小圈或者小星代

表。显然小星对应的本征态为量子多体疤痕态：其纠缠熵显

著低于周围的本征态，而绿色小圈对应的本征态为热化态。

另一方面，热化本征态对应的 N 0 均为 1，而量子多体疤痕态

的 N 0 显著大于 1（其值的大小按照右侧的颜色条用不同颜色

表示）。可见，相较于纠缠熵定量的区别，关联矩阵零点的数

目提供了一个区别量子多体疤痕和热化本征态的定性指标。

Figure 11　A plot of the bipartite entanglement entropy of 
the eigenstates in the one-dimensional disordered AKLT 

model against eigenenergies En

The system size is L = 10， and each eigenstate is represented 
by either a star or a green circle.  The stars， corresponding to 
QMBS， have anomalously low entanglement entropy com ⁃
pared to the thermal eigenstates （circles）.  On the other hand， 
thermal eigenstates uniformly have N 0 = 1， while N 0 ≫ 1 for 
QMBS （the value of N 0 is shown according to the color bar on 
the right）.  Therefore， compared with the quantitative differ⁃
ence of entanglement entropy， the correlation matrix zeros N 0 
provides a qualitative indicator distinguishing QMBS from 
thermal eigenstates.
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本征算符，Ô ψ = ξ ψ 。所以算符 Â 会给疤痕态

的关联矩阵贡献一个零点，能够把疤痕态和热化本

征态区分出来。事实上，如上面我们展示的无序

AKLT 模型的例子，原始的实对称的关联矩阵的定

义已足以用来刻画疤痕态。

2　总结和展望

量子多体疤痕态的发现打破了我们对本征态热

化假说认知的框架，之后的研究极大地丰富了我们

对相互作用体系高能本征态和量子多体非平衡态动

力学的理解。本文只是对作者比较熟悉、数学上相

对简单的几个典型的数学框架做了介绍。比如最近

S.  Moudgalya 和 O.  Motrunich 建立的能统一之前

多个精确量子多体疤痕态框架的中心化子代数

（commutant algebra）方法我们就没有介绍［49］。尽管

SGA 框架尚不能纳入这个框架之中，但 commutant 
algebra 方法对我们理解量子系统一般的对称性和

守恒量很有启发意义［91］。具体在疤痕态研究方面，

这个方法从构成哈密顿量局域集合{Ĥ α}组成的 †-

代数（含单位元，且在加法、乘法和厄米共轭下封闭

的结合代数）出发，通过研究该代数的中心化子

（centralizer/commutant），再利用冯·诺依曼双交换

定 理（von Neumann double commutant theorem）和

与之而来的希尔伯特空间的不可约表示，指出精确

量子多体疤痕态存在多个非对易的局域本征算

符［49］，与我们关联矩阵方法的结论一致。尽管如

此，目前所有框架还不能对和实验密切相关的 PXP
模型中的疤痕态给出严格结果。而且如图 4 展示的

那样，PXP 模型中不止最外面的那圈被称为量子多

体疤痕态的本征态违背了 ETH，最外圈和主体部分

的一个个塔状结构中的态都违背了 ETH，但也缺乏

理解。此外现有发现疤痕态的方法，数值上需要做

了对角化计算才知道，解析上往往需要做很多复杂

的代数分析，总体上还是缺乏简单的物理图像。所

以怎么突破代数分析和数值对角化，建立一些理解

量子多体疤痕态的物理图像将是非常有意义的探

索［54-56，59-60，92-95］。再有一点是实验上观察到量子多体

疤痕现象在特定的周期驱动下可以变得更加稳

定［60，62，96］，有违周期驱动总是加热系统这一普遍现

象，是非常值得研究的问题。尽管本文中介绍的几

个框架中的精确量子多体疤痕态都是低纠缠的（sub-
volume entangled），但 最 近 研 究 者 受 thermalfield 
double state 的启发，构造出了高纠缠的（volume en⁃

tangled）彩虹疤痕态（rainbow scars）［97］。这个有趣

的名字源于其疤痕态纠缠结构的图形表示，而且彩

虹疤痕态还能在里德堡原子链中实现。除了以量子

多体疤痕态为代表的弱违背 ETH 的现象，后续研究

又在动力学受限系统、甚至二维量子伊辛模型的有

效哈密顿量中陆续发现了更为丰富的违背 ETH 的

希尔伯特空间碎片化（Hilbert space fragmentation，
HSF）现象［64，98-110］。在 HSF 中，通常由于粒子运动

时受到比如偶极矩守恒之类的限制，哈密顿量重复

作用在一些简单的直积态上面得到的态只能张开总

希尔伯特空间的一部分。这导致希尔伯特空间解耦

成一系列被称为 Krylov sectors 的直和，从而提供了

一种违背 ETH 的新途径。而且某些 Krylov sector
也会存在量子疤痕态的现象。综上，量子多体系统

的热化动力学蕴含着极为丰富的现象，不过动力学

演化既依赖于哈密顿量、也依赖于指数多的初态波

函数的分量。我们不能指望用这么多的参数去理解

事物，探索并建立有一些有新物理、具有一定普适性

的范式将是这方面研究的一个重要发展方向。
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